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Abstrakt
Tato bakalá°ská práce vychází z reálného problému tvorby rozpisu zápas· sportovní st°e-
lecké sout¥ºe po°ádané formou turnaje. K tvorb¥ rozpisu jsou vyuºity metody teorie graf·
pouºívané p°i losování sportovních sout¥ºí jako rozklady kompletních graf·, faktorizace, ka-
nonický rozklad a dobré hranové barvení, v závislosti na po£tu p°ihlá²ených hrá£·. Dále vy-
uºíváme jeden ze základních kombinatorických design·, jímº jsou latinské £tverce. V práci
je reálný problém p°eveden do teoretické roviny a jsou zde uvedeny postupy pro tvorbu
rozpisu turnaje. Postupy tvorby rozpisu jsou zobecn¥ny pro n¥které nekone£né po£ty hrá£·.
Klí£ová slova: graf, rozklad grafu, faktorizace, kanonická faktorizace, latinský £tverec,
turnaj, losování sportovní sout¥ºe
Abstract
This bachelor's thesis is based on a problem of constructing a schedule for the real sports
shooting competition. In this competition every two players play one game against each
other - it is a tournament. To ﬁnd on optimal schedule known graph theory methods as
decomposition of complete graphs, factorization, canonical factorization, proper edge co-
loring are used in dependancy on the number of registered players. We also use one of the
basic combinatorial designs which are latin squares. In this thesis the real problem is con-
verted into a theoretical level and procedures for constructions of schedules are described.
Procedures are generalized for some certain inﬁnity classes of registered players.
Keywords: graph, decomposition of graph, factorization, canonical factorization, latin
square, tournament, sports competitions draw
Seznam pouºitých zkratek a symbol·
G(V,E) - graf G s mnoºinou vrchol· V a mnoºinou hran E
Kn - kompletní graf na n vrcholech
deg(v) - stupe¬ vrcholu v
F - faktor grafu
Ln - latinský £tverec °ádu n
(Zn,+) - kone£ná grupa zbytkových t°íd modulo n
N - mnoºina p°irozených £ísel
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41 Úvod
Problém losování sportovních sout¥ºí p°itahuje pozornost multidisciplinárních vý-
zkumník· po více neº 40 let. První £lánky pocházejí z konce 70. let. Ve v¥t²in¥ £lánk· jsou
k °e²ení problém· spojených s plánováním sportovních sout¥ºí vyuºívány nástroje a me-
tody diskrétní matematiky, p°edev²ím teorie graf·. Teorie graf· je matematická disciplína,
která zkoumá vlastnosti struktur zvaných grafy. První úloha, která se zapsala do historie
teorie graf·, byla sedm most· m¥sta Královce. Otázkou bylo, zda je moºné projít kaºdým
mostem ve m¥st¥ práv¥ jednou a vrátit se zp¥t do p·vodního místa. Úsp¥²ným °e²itelem
byl Leonhard Euler, který v roce 1736 matematicky dokázal, ºe to moºné není.
Tématem této práce je tvorba rozpisu zápas· turnaje pro reálnou amatérskou
st°eleckou sout¥º [9]. Abychom byli schopni takový rozpis vytvo°it, vyuºijeme n¥které ná-
stroje teorie graf·, a to p°edev²ím rozklady kompletních graf· na 1-faktory a kanonický
rozklad. Pomocí t¥chto nástroj· teorie graf· se pokusíme °e²it problém tvorby rozpisu
st°elecké sout¥ºe, kdy se na za£átku p°ihlásí ur£itý po£et ú£astník· a na²ím úkolem je vy-
tvo°it rozpis zápas·. Rozpis zápas· by m¥l být takový, aby m¥li v²ichni hrá£i pokud moºno
rovnocenné podmínky vzhledem k férovosti turnaje.
Pro p°esn¥j²í formulaci zavedeme kapitolu 2, ve které bude podrobn¥ji rozebráno
zadání problému bakalá°ské práce. Budou zde uvedeny v²echny poºadavky, které máme
ú£astník·m sout¥ºe zajistit, rozebereme v²echny faktory ovliv¬ující spravedlnost rozpisu
sout¥ºe. V kapitole t°etí zavedeme pojmy a deﬁnice z teorie graf·, které jsou základem
pro na²i dal²í práci. Kapitola 4 je zam¥°ena na tvo°ení rozpis· pomocí kanonického roz-
kladu kompletních graf·. Sou£asn¥ zavádíme problematiku rozmíst¥ní zápas· doma Home
a venku Away a konstrukce souvisejících Home - Away tabulek s co nejmen²ím po£tem
brejk·. Postup je zde rozli²en pro lichý a pro sudý po£et hrá£·. V kapitole 6 ukáºeme
na konkrétních p°íkladech zp·soby sestavení rozpis· pro speciﬁcké hodnoty po£tu p°ihlá-
²ených hrá£· N , abychom poukázali na pokud moºno v²echny aspekty problému sestavení
losování. V záv¥ru kapitoly ukáºeme moºné zobecn¥ní t¥chto postup· losování i pro neko-
ne£né t°ídy N - po£tu p°ihlá²ených hrá£·.
Nejd°íve jsme £erpali ze zdroj· [5],[8],[10],[11], kde se k losování turnaje sportov-
ních sout¥ºí vyuºívají zejména metody a postupy teorie graf·. S vyuºitím t¥chto metod
jsme za£ali °e²it problém tvo°ení rozpisu turnaje na²í konkrétní st°elecké sout¥ºe. Brzy
jsme v²ak zjistili, ºe rozklad graf· na 1-faktory a kanonické losování nám nebudou zcela
posta£ovat k tomu, abychom splnili v²echny poºadavky na férovost turnaje, a proto jsme
hledali dal²í nástroje a zvolili jsme zdroje [1],[2] z oblasti diskrétní matematiky nazývané
kombinatorické designy. Tato disciplína úzce souvisí s teorií graf·, p°edev²ím pokud jde
o rozklady graf·. Za jeden z nejjednodu²²ích základních kombinatorických design· lze po-
kládat latinský £tverec, který se ukázal být vhodným nástrojem pro zdokonalení losování
st°elecké sout¥ºe. V kapitole 5 proto zavedeme pojem latinských £tverc· a k nim p°íslu²né
vlastnosti, které pozd¥ji vyuºijeme v kapitole 6 p°i sestavování rozpis· turnaj·. Latin-
ské £tverce nám sice umoºní vytvo°it tém¥° dokonalý rozpis vzhledem k férovosti turnaje
5- budeme mu °íkat rozpis harmonický, ale ne pro v²echny hodnoty N p°ihlá²ených hrá£·.
Na²ím cílem v²ak není vytvo°it rozpis pro v²echny moºné po£ty hrá£·. Zam¥°íme
se p°edev²ím na po£ty kolem 15 aº 40 hrá£·, protoºe to jsou po£ty hrá£·, kte°í se do sout¥ºe
reáln¥ hlásí. ekneme, pro které po£ty hrá£· jsme schopni zajistit v²echny poºadavky a kdy
naopak neumíme vytvo°it zcela harmonický rozpis turnaje pomocí uºitých nástroj·.
62 Formulace problému
Bakalá°ská práce je zam¥°ena na pouºití postup· teorie graf· a diskrétní ma-
tematiky k losování sportovních sout¥ºí. Vycházíme z reálné úlohy, která je inspirována
sportovní st°eleckou sout¥ºí [9]. Sout¥º se po°ádá zp·sobem, ºe kaºdý ú£astník se utká
ve st°eleckém souboji se v²emi ostatními ú£astníky, tedy systémem kaºdý s kaºdým. Takto
uspo°ádané sout¥ºi °íkáme turnaj. Jde o nejspravedliv¥j²í uspo°ádání sout¥ºe, nebo´ kaºdá
dvojice ú£astník· m·ºe b¥hem turnaje zm¥°it své síly. V na²em p°ípad¥ se jedná o turnaj
ve st°elb¥ na ter£.
Na za£átku sout¥ºe se p°ihlásí N sout¥ºících a je ºádoucí, aby jim byly zaji²t¥ny
co moºná nejrovnocenn¥j²í podmínky. Sout¥º probíhá na n¥kolika st°elnicích, kde se vºdy
na st°eleckých dráhách jedné st°elnice utkává jedna dvojice st°elc·. K dispozici v této
konkrétní sout¥ºi jsou dv¥, t°i nebo £ty°i st°elnice, v závislosti na technických okolnostech.
Ideální by bylo, aby se kaºdý hrá£ b¥hem turnaje prost°ídal na v²ech st°elnicích. Nebylo
by totiº spravedlivé, aby jeden z hrá£· hrál v²echny své zápasy pouze na jedné st°elnici,
na které se mu nap°. nejvíc da°í. Ostatní hrá£i by to mohli povaºovat za nevyrovnané
sout¥ºní podmínky.
Turnaj sestává z jednotlivých zápas·, jejichº po£et se odvíjí od po£tu p°ihlá²ených
ú£astník·. Neº turnaj za£ne, je pot°eba naplánovat v jakém po°adí budou zápasy odehrány,
aby byl turnaj odehrán v co nejkrat²ím £ase. B¥hem turnaje je ºádoucí, aby se ú£astníci
st°ídali na pozicích vlevo a vpravo. Jestliºe nap°. hrá£ £. 1 hraje sv·j první zápas vlevo,
pak by m¥l druhý zápas hrát vpravo. Nebylo by spravedlivé, aby n¥který z hrá£· odehrál
v²echny své zápasy na pravé (resp. levé) stran¥ st°elnice. Jestliºe by na n¥kterého z hrá£·
vy²lo v rozlosování, aby ve v²ech soubojích st°ílel vpravo (resp. vlevo), mohl by si tento
hrá£ p°ipadat oproti ostatním hrá£·m znevýhodn¥n. Naopak pro jiného hrá£e by takové
rozlosování mohlo být výhodné, za p°edpokladu, ºe se mu obzvlá²t¥ da°í jen vpravo (resp.
vlevo).
Rovn¥º není ºádoucí, aby jeden hrá£ odehrál v²echny své zápasy na za£átku sou-
t¥ºe a po zbytek sout¥ºe jen £ekal. Snaºíme se tedy o to, aby m¥l kaºdý hrá£ mezi svými
zápasy rovnom¥rné £asové rozestupy (pauzy). Nap°. aby první zápas odehrál na za£átku
sout¥ºe, druhý zápas uprost°ed sout¥ºe a poslední zápas na konci sout¥ºe.
Není triviální navrhnout takový rozpis sout¥ºe, aby byly podmínky rovnocenné
pro kaºdého ú£astníka. Poºadavky pro zaji²t¥ní rovnocenných podmínek sout¥ºících jsou
nap°. spravedlivé st°ídání hrá£· na st°elnicích, jelikoº máme omezený po£et st°elnic, nebo
spravedlivé st°ídání pozic na jednotlivých st°eleckých dráhách, £ímº máme na mysli st°ídání
na levé a pravé stran¥ st°elnice. Dal²ím problémem bude rozd¥lit jednotlivým hrá£·m
zápasy tak, aby jeden kterýkoliv hrá£ neodehrál v²echny své zápasy t¥sn¥ za sebou, ale
aby byly dodrºovány p°ibliºn¥ stejné £asové rozestupy.
Rozpisu sout¥ºe, který by ideálním zp·sobem zohlednil v²echny vý²e uvedené
poºadavky, budeme °íkat harmonický resp. harmonické losování sout¥ºe.
7V teorii graf· existují známé postupy pouºívané úsp¥²n¥ p°i sestavování rozpis·
sout¥ºí takových, kde se kaºdý hrá£ utká se v²emi ostatními ú£astníky - turnaj·. Pokusíme
se pouºít známé postupy, p°ípadn¥ vymyslet nové k tomu, abychom sestavili rozpis, který
by se co nejvíce p°iblíºil rozpisu harmonickému.
83 Deﬁnice základních grafových pojm·
Neº budeme moci p°istoupit k formulaci problému pomocí jazyka teorie graf·,
pot°ebujeme uvést deﬁnice základních pojm·, o které se budeme opírat v dal²ím textu.
Tyto deﬁnice jsou p°eváºn¥ p°evzaty ze skript Teorie graf· od Petra Ková°e [5], nebo
od D. de Werry [8].
Deﬁnice 3.1 Jednoduchý graf G je uspo°ádaná dvojice (V,E), kde V je neprázdná mnoºina
vrchol· a E je n¥jaká mnoºina dvouprvkových podmnoºin mnoºiny V . Prvk·m mnoºiny E
°íkáme hrany.
Na obrázku 1 je jednoduchý graf G s mnoºinou vrchol· V = {v1, v2, v3, v4, v5} a mnoºinou
hran E ={e1, e2, e3, e4, e5}, kde e1 = {v1, v2}, e2 = {v2, v3}, e3 = {v3, v4}, e4 = {v4, v5},
e5 = {v2, v5}.
Obrázek 1: Nakreslení grafu G
Hrany ozna£ujeme obvykle písmeny z první poloviny abecedy e, f, h, ... a vrcholy písmeny
z konce abecedy u, v, w, z. Má-li hrana e koncové vrcholy u, v, pouºívá se také zápis e = uv,
nebo i stru£n¥ji hrana uv. V textu budeme pracovat s grafy jednoduchými, p°ípadn¥ ori-
entovanými, které neobsahují smy£ky ani vícenásobné hrany.
Deﬁnice 3.2 Je-li vrchol v koncovým vrcholem hrany e, m·ºeme psát v ∈ e a °íkáme,
ºe vrchol v je incidentní s hranou e.
Nap°íklad v grafu G na obrázku 1 je vrchol v1 incidentní s hranou e1. S jedním vrcholem
m·ºe být incidentní v¥t²í po£et hran, nap°. vrchol v3 je incidentní s hranami e2, e3. S tím
souvisí následující deﬁnice.
Deﬁnice 3.3 Stupe¬ vrcholu v je po£et hran, se kterými je vrchol v incidentní, a zna£í se
deg(v).
Mezi jednoduchými grafy rozli²ujeme n¥které speciální t°ídy graf·. Pro na²i dal²í práci
je nejd·leºit¥j²í t°ída kompletních graf·.
Deﬁnice 3.4 Graf na n vrcholech, který obsahuje v²ech

n
2

moºných hran, se nazývá
kompletní graf a zna£í se Kn.
9P°íklad kompletního grafu na £ty°ech vrcholech je na obrázku 2. Kompletní graf je graf
s maximálním po£tem hran na daném po£tu vrchol·, kaºdý vrchol je incidentní s n − 1
hranami a celkem kompletní graf obsahuje n(n− 1)/2 = n
2

hran.
Obrázek 2: Kompletní graf K4
Deﬁnice 3.5 M¥jme dán graf G = (V,E). ekneme, ºe graf H = (V ′, E ′) je podgrafem
grafu G, jestliºe V ′ ⊆ V a sou£asn¥ E ′ ⊆ E.
P°íklad podgrafu grafu G je na obrázku 3. Z obrázku je patrné, ºe podgraf grafu G vznikl
odstran¥ním hran e2, e3 a vrcholu v3 z grafu G.
Obrázek 3: Podgraf grafu G
Speciálním p°ípadem je podgraf, který obsahuje v²echny vrcholy p·vodního grafu.
Deﬁnice 3.6 Faktor grafu G je takový jeho podgraf F = (V ′, E ′), který obsahuje v²echny
jeho vrcholy (tj. V ′ = V ) a zárove¬ mnoºina hran faktoru je podmnoºinou mnoºiny hran
grafu G (tj. E ′ ⊆ E).
P°íklad faktoru grafu G je na obrázku 4.
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Obrázek 4: Faktor grafu G
Poznámka 3.7 Faktoru, ve kterém jsou v²echny vrcholy stupn¥ jedna, °íkáme 1-faktor.
Nap°. graf G nemá 1-faktor, protoºe obsahuje lichý po£et vrchol·, oproti tomu graf K4 se
sudým po£tem vrchol· má 1-faktor, který je dvojicí kompletních graf· K2.
Turnaj se skládá z °ady zápas·, ale v²echny zápasy nemohou probíhat sou£asn¥. Proto
je nutné rozd¥lit turnaj do jednotlivých kol, k £emuº lze vyuºít hranové rozklady graf·
na 1-faktory, pokud existují.
Deﬁnice 3.8 Rozklad grafu G je takový systém faktor· F1, ..., Fk, kde kaºdé dva faktory
jsou hranov¥ disjunktní a sjednocením v²ech faktor· dostaneme práv¥ graf G. Jestliºe jsou
navíc v²echny faktory izomorfní F1 ≃ F2 ≃ ... ≃ Fk ≃ H, pak hovo°íme o H-faktorizaci
grafu G.
Poznámka 3.9 Speciálním p°ípadem je 1-faktorizace grafu G, kdy graf G rozloºíme na 1-
faktory. Tj. v kaºdém faktoru jsou v²echny vrcholy stupn¥ práv¥ jedna. Na obrázku 5 je
znázorn¥na 1-faktorizace grafu K6 na 1-faktory F1, F2, ..., F5.
V £láncích o losování sportovních sout¥ºí se také pouºívá pojem barvení grafu, proto zde
uvedeme následující deﬁnici.
Deﬁnice 3.10 Hranové barvení grafu G je zobrazení c hranové mnoºiny E(G) do mnoºiny
barev B, tj. c : E(G)→ B. Obvykle je B = {1, 2, ..., k}. Je-li |B| = k, zobrazení c se nazývá
hranové k-barvení grafu G. ekneme, ºe hrana e je obarvena barvou i jestliºe c(e) = i. íslu
i °íkáme barva hrany. Hranové barvení se nazývá dobré, jestliºe ºádné dv¥ hrany incidentní
s jedním vrcholem nejsou obarveny stejnou barvou.
Poznámka 3.11 Ozna£íme-li B = {F1, F2, ..., F5}, pak Fi m·ºeme chápat jako ozna£ení
barvy a sou£asn¥ faktoru jehoº hrany jsou obarveny barvou Fi.
Jestliºe F1, F2, ..., Fn−1 je 1-faktorizace grafu K2n, pak z°ejm¥ c : E(K2n) → B, kde
B = {F1, F2, ..., Fn−1} je dobré hranové barvení K2n. Z toho plyne, ºe 1-faktorizace grafu
K2n je dobrým hranovým barvením grafu K2n. Naproti tomu graf K2n−1, tj. s lichým po-
£tem vrchol·, m·ºe sice mít dobré hranové barvení ale toto barvení neodpovídá rozkladu
na 1-faktory. P°íklad dobrého hranového barvení kompletního grafu K6 5 barvami rozlo-
ºeného na 1- faktory F1, F2, ..., F5 je na obrázku 6. Kompletní graf K5 nemá 1-faktorizaci,
av²ak má dobré hranové barvení, viz obrázek 7.
11
Obrázek 5: 1-faktorizace kompletního grafu K6
Obrázek 6: Dobré hranové barvení kompletního grafu K6
12
Obrázek 7: Dobré hranové barvení kompletního grafu K5
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4 Turnaje v teorii graf·
Sportovní sout¥º po°ádanou formou turnaje m·ºeme modelovat pomocí kom-
pletního grafu. V na²em konkrétním p°ípad¥ se zabýváme st°eleckým turnajem. Vrcholy
kompletního grafu reprezentují jednotlivé hrá£e a hrany kompletního grafu p°edstavují jed-
notlivé zápasy mezi dv¥ma hrá£i. Nelze v²ak odehrát v²echny zápasy sou£asn¥. Uváºíme-li
turnaj pro 2n hrá£·, v jednu chvíli m·ºe probíhat nejvíce 2n/2 zápas· sou£asn¥. Této fázi
°íkáme kolo turnaje. V ideálním p°ípad¥ m·ºe být turnaj odehrán v 2n− 1 kolech, protoºe
ºádný hrá£ v ºádném kole neodpo£ívá. Takovému losování, kdy se kaºdého kola ú£astní
v²ichni hrá£i, °íkáme kompaktní. Jestliºe kompletní graf rozloºíme na 1-faktory, pak nám
kaºdý 1-faktor reprezentuje jedno kolo turnaje. Jsou známy postupy jak rozloºit kompletní
graf na hranov¥ disjunktní 1-faktory. My vyuºijeme kanonickou faktorizaci.
4.1 Kanonické losování pro sudý po£et hrá£·
Uvedeme si nejznám¥j²í z postup·, jak rozd¥lit zápasy turnaje pro sudý po£et
hrá£· do jednotlivých kol.
Deﬁnice 4.1.1 [8] Ozna£me F1,F2,.....,F2n−1 1-faktory kompletního grafu K2n. Faktorizace
se nazývá kanonickou, jestliºe Fi = {{2n, i}}∪ {{i+ k, i− k}; k = 1, 2, ..., n− 1,
i = 1, ..., 2n − 1}, kde £ísla i + k a i − k jsou vyjád°ena jedním z £ísel 1, 2, ...., 2n − 1
(mod 2n− 1).
Obrázek 8: Faktor Fi kompletního grafu K2n
Kaºdá hrana grafu p°edstavuje jeden zápas mezi dv¥ma hrá£i. Faktor Fi obsahuje
hrany znázor¬ující v²echny zápasy hrané v i - tém kole turnaje, viz obrázek 8.
Rozd¥lení zápas· do jednotlivých kol pomocí kanonické faktorizace ukáºeme na p°íkladu.
Budeme uvaºovat hokejový turnaj, kterého se zú£astní 6 tým·. Turnaj pro 6 tým· je
modelován kompletním grafem na 6 vrcholech, viz obrázek 9.
Za£neme sestrojením kanonického rozkladu kompletního grafu K6 na 1-faktory F1, ...., F5,
viz obrázek 10.
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Obrázek 9: Kompletní graf K6
Obrázek 10: Kanonický rozklad kompletního grafu K6
Tabulka kanonického losování pro 6 tým· je na obrázku 11.
Sou£ástí rozpisu turnaje je také rozhodnout, kde se bude zápas odehrávat. Hraje-li tým
A ve svém m¥st¥ a tým B na utkání p°icestoval, °íká se, ºe tým A hraje doma a tým B
hraje venku. Dá se totiº p°edpokládat, ºe tým, který bude hrát doma, bude ve výhod¥
oproti druhému týmu. K ur£ování, zda bude pro daný tým probíhat zápas doma nebo
venku, zavedeme orientaci hran. P°edstavuje-li hrana {i, j} zápas mezi týmy i a j, bude
orientovaná hrana (i, j) =
−→
ij p°edstavovat zápas, který se odehrává pro tým i venku
a pro tým j doma. Zavedeme zde i anglické pojmy Home a Away, jelikoº £eské výrazy
Doma a Venku nejsou tak ustálené. Jestliºe hraje doma tým j, pak se jedná o zápas
Home pro tým j a o zápas Away pro tým i.
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0 1 2
F1 61 25 34
F2 62 31 45
F3 63 42 51
F4 64 53 12
F5 65 14 23
Obrázek 11: Kanonické losování pro 6 tým·
Nejprve si sestavíme tabulku kanonického losování pro 6 tým·, ve které jsme n¥jak zvolili
orientaci hran (viz obrázek 12).
i,k 0 1 2
F1
−→
61
−→
25
−→
34
F2
←−
62
←−
31
←−
45
F3
−→
63
−→
42
−→
51
F4
←−
64
←−
53
←−
12
F5
−→
65
−→
14
−→
23
Obrázek 12: Kanonické losování pro 6 tým· se zvolenou orientací hran
K tabulce na obrázku 12 m·ºeme p°ipojit dal²í tabulku na obrázku 13, ze které je lépe
vid¥t, kde který tým hraje. V tabulce budeme pojmy Home a Away zna£it pouze H a A.
Nap°. jestliºe tým 1 hraje v prvním kole doma, do tabulky umístíme symbol H. Ve sloupcích
tabulky jsou jednotlivé faktory, které nám p°edstavují kola turnaje a kaºdý °ádek tabulky
p°edstavuje umíst¥ní zápas· pro odpovídající tým. Tabulka rozmíst¥ní zápas· se anglicky
nazývá Home-Away-Pattern. Nadále budeme pouºívat i zkrácené ozna£ení HAP.
tým,kolo 1 2 3 4 5
1 H A H H A
2 A A H A A
3 A H H A H
4 H H A A H
5 H A A H H
6 A H A H A
Obrázek 13: Tabulka HAP
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V daném kole má daný tým brejk, jestliºe hraje doma (resp. venku) a v p°edcho-
zím kole hrál také doma (resp. venku). Po£et brejk· daného losování tedy ur£íme podle
rozmíst¥ní zápas· turnaje. Nap°. tým 2 hraje v prvním a ve druhém kole venku, tzn. tento
tým má brejk ve druhém kole (viz obrázek 13). V tabulce na obrázku 13 jsou brejky zná-
zorn¥ny podtrºením, p°i£emº je hned patrné, ºe na²e losování má celkem 8 brejk·. Jak
ale vidíme, jednotlivé týmy mají r·zný po£et brejk· a otázka je, zda by nebylo moºno
dosáhnout men²ího po£tu brejk·.
Cílem je to, aby se v²em tým·m st°ídaly zápasy doma a venku co nejvíce a aby v²echny
týmy m¥ly pokud moºno stejný po£et brejk·.
V p°edchozím p°ípad¥ se nám nepovedlo zajistit, aby se zápasy doma a venku kaºdému
týmu pravideln¥ st°ídaly. Abychom sestavili losování, které má co nejmén¥ brejk·, pouºi-
jeme orientaci hran z d·kazu následující v¥ty z £lánku [8].
V¥ta 4.1.2 [8] Pro kompaktní losování K2n existuje nejmén¥ 2n− 2 brejk·.
1. pro kaºdé i se hrana {2n, i} orientuje jako (i, 2n), jestliºe i je liché nebo jako (2n, i),
jestliºe i je sudé
2. pro kaºdé i se hrana {i+ k, i− k} orientuje jako (i+ k, i− k), jestliºe k je liché nebo
jako (i− k, i+ k), jestliºe k je sudé
Tabulka kanonického losování pro 6 tým· s ur£enou orientací hran a související HAP jsou
na obrázku 14.
i,k 0 1 2
F1
←−
61
−→
25
←−
34
F2
−→
62
−→
31
←−
45
F3
←−
63
−→
42
←−
51
F4
−→
64
−→
53
←−
12
F5
←−
65
−→
14
←−
23
tým,kolo 1 2 3 4 5
1 A H A H A
2 A H H A H
3 H A A H A
4 A H A H H
5 H A H A A
6 H A H A H
Obrázek 14: Kanonické losování pro 6 tým· a tabulka HAP
Kompaktní losování má vlastnost komplementarity. Tzn. brejky se vºdy vyskytují
v páru. Jestliºe má jeden tým A v kolech k a k+1, pak musí existovat druhý tým, který
má H v kolech k a k + 1. V tabulce HAP na obrázku 14 jsou pouze 4 brejky, tj. docílili
jsme tak nejmen²ího moºného po£tu 2n−2 brejk·. Navíc m·ºeme v tabulce HAP vid¥t, ºe
komplementem pro st°ídání doma a venku nap°. týmu 2 je st°ídání doma a venku týmu 3.
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4.2 Kanonické losování pro lichý po£et hrá£·
Ukáºeme si, jak vypadá kanonické losování, jestliºe se do turnaje p°ihlásí lichý po-
£et ú£astník·. Pro lichý po£et hrá£· nelze sestavit zcela kompaktní losování ani neexistuje
1-faktorizace odpovídající kompletnímu grafu na lichém po£tu vrchol·, protoºe v kaºdém
kole musí alespo¬ 1 hrá£ odpo£ívat. Losování pro 2n− 1 hrá£· lze sestavit podle kanonic-
kého losování pro 2n hrá£· následujícím zp·sobem. V kaºdém 1-faktoru grafu K2n bude
jeden vrchol neobsazen a to tak, ºe v i -tém kole nebude hrát i -tý hrá£.
Navíc pro lichý po£et hrá£· lze zajistit i ideální podmínky vzhledem ke st°ídání zápas·
doma a venku.
V¥ta 4.2.1 [8] Pro K2n−1 existuje kompaktní losování do 2n− 1 kol bez brejk·.
Turnaj pro 5 hrá£· modelujeme kompletním grafem na 5 vrcholech, viz obrázek 15.
Obrázek 15: Kompletní graf K5
Podle kanonického rozkladu rozloºíme graf K5 na faktory F1, ...., F5, viz obrázek 16.
Obrázek 16: Faktorizace kompletního grafu K5
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Tabulka kanonického losování pro 5 hrá£·, kdy v kaºdém kole musí n¥který z hrá£· odpo-
£ívat, je znázorn¥na na obrázku 17.
0 1 2
F1 1 25 34
F2 2 31 45
F3 3 42 51
F4 4 53 12
F5 5 14 23
Obrázek 17: Kanonické losování pro 5 hrá£·
Tabulka kanonického losování pro 5 hrá£· s ur£enou orientací hran je na obrázku 18 a sou-
visející tabulka HAP je na obrázku 19.
i,k 0 1 2
F1 1
−→
25
←−
34
F2 2
−→
31
←−
45
F3 3
−→
42
←−
51
F4 4
−→
53
←−
12
F5 5
−→
14
←−
23
Obrázek 18: Kanonické losování pro 5 hrá£· s orientací hran
hrá£,kolo 1 2 3 4 5
1 - A H A H
2 H - A H A
3 A H - A H
4 H A H - A
5 A H A H -
Obrázek 19: Tabulka HAP pro 5 hrá£·
V na²em p°ípad¥ rozlosování st°elecké sout¥ºe, m·ºeme vyuºít HAP ke st°ídání st°elc·
na pozicích jednotlivých st°elnic, p°i£emº Home reprezentuje na st°elnici pozici vlevo
a Away p°edstavuje pozici vpravo. Tímto zp·sobem získáme ideální rozpis zápas· vzhle-
dem k pozicím vlevo - vpravo.
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Turnaj se odehrává na ur£itém po£tu st°elnic, a je ºádoucí, aby se hrá£i spravedliv¥ prost°í-
dali na jednotlivých st°elnicích. Zápasy je nutné rozd¥lit na jednotlivé st°elnice, k £emuº
modely kanonického rozkladu a HAP nejsou dostate£né. Za nástroj vhodný k °e²ení tohoto
problému jsme zvolili latinské £tverce.
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5 Latinské £tverce
Pojem latinský £tverec zavedl Leonhard Euler roku 1782. D·vodem tohoto názvu
bylo, ºe Euler pouºíval jako symboly písmena latinky. Av²ak prvky latinského £tverce mo-
hou být r·zné objekty, nap°. hrací karty, ²achové ﬁgurky, osoby £i p°irozená £ísla. Proslulá
úloha, která stála u zrodu latinských £tverc·, byla úloha o 36 d·stojnících. Dnes se latinské
£tverce pouºívají nap°. pro konstrukce samoopravných kód· nebo matematických hádanek
(nap°. sudoku). My je vyuºijeme k sestavování rozpis· turnaje.
Deﬁnice 5.1 [2] Latinský £tverec Ln o stran¥ n je n × n tabulka, která je vypln¥na n
r·znými symboly tak, ºe v kaºdém °ádku a v kaºdém sloupci se kaºdý symbol nachází práv¥
jednou.
Pro n = 2, 3, 4 jsou p°íklady latinských £tverc· na obrázku 20.
2 1
1 2
♥ ♣ 
♣  ♥
 ♥ ♣
1 4 2 3
2 3 1 4
4 1 3 2
3 2 4 1
Obrázek 20: P°íklady latinských £tverc·
5.1 Konstrukce
Existují r·zné zp·soby konstrukcí latinských £tverc· [4]. Sestavení tabulky ope-
race s£ítání, nebo od£ítání pro celá £ísla modulo n a sestavení tabulky operace násobení
pro prvo£ísla modulo n jsou zp·soby, jak vytvo°it latinský £tverec. Obecn¥ platí, ºe se-
stavením tabulky operace pro kone£nou grupu nebo kvazigrupu vznikne latinský £tverec.
Latinský £tverec Ln °ádu n existuje pro kaºdé p°irozené £íslo n a obsahuje práv¥ n2 bun¥k
[2]. Nap°. pro n = 5 bude existovat latinský £tverec L5 °ádu 5 a bude obsahovat 52 bun¥k.
Pro na²e pot°eby vysta£íme s konstrukcí latinských £tverc· sestavením tabulky operace
s£ítání p°irozených £ísel modulo n.
Deﬁnice 5.1.1 [7] Jestliºe dv¥ celá £ísla a, b dávají p°i d¥lení p°irozeným £íslem n týº
zbytek r, kde 0 ≤ r < n, °íkáme, ºe a je kongruentní s b modulo n, coº zapisujeme takto:
a ≡ b (mod n).
Budeme-li tedy s£ítat celá £ísla nap°. modulo 5, pak 2+6 ≡ 3 (mod 5), 1+4 ≡ 0 (mod 5)
nebo 11 + 20 ≡ 1 (mod 5).
Na levé i pravé stran¥ kongruence jsou £ísla, která dávají stejný zbytek po d¥lení modulem.
P°i po£ítání modulo 5 jsou moºné zbytky 0, 1, 2, 3 a 4. Podle t¥chto zbytk· mohou být
v²echna celá £ísla rozd¥lena do 5 zbytkových t°íd. T°ídy jsou C0 = {...−10,−5, 0, 5, 10...},
C1 = {...− 9,−4, 1, 6, 11...}, C2 = {...− 8,−3, 2, 7, 12...}, C3 = {...− 7,−2, 3, 8, 13...},
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C4 = {...− 6 , − 1, 4 , 9 , 14 ...}.
Pro kaºdou t°ídu m·ºeme zvolit reprezentanta a konven£n¥ volíme C0 ∼ 5, C1 ∼ 1, C2 ∼ 2,
C3 ∼ 3 a C4 ∼ 4. Je známo, ºe mnoºina zbytkových t°íd s operací s£ítání modulo 5 tvo°í
grupu a zna£í se (Z5,+). Deﬁnici grupy zde nebudeme uvád¥t a odkáºeme se na [6]. Nadále
budeme p°irozen¥ vyuºívat vlastností této algebraické struktury. Nap°. tabulky operací
(Z5,+) a (Z6,+) jsou na obrázku 21. Místo zbytkových t°íd v tabulkách po£ítáme s jejich
reprezentanty.
Poznámka 5.1.2 Budeme-li pracovat s kone£nou grupou zbytkových t°íd modulo n, pouºi-
jeme zna£ení (Zn,+).
+ 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 1
2 3 4 5 1 2
3 4 5 1 2 3
4 5 1 2 3 4
5 1 2 3 4 5
+ 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 1
2 3 4 5 6 1 2
3 4 5 6 1 2 3
4 5 6 1 2 3 4
5 6 1 2 3 4 5
6 1 2 3 4 5 6
Obrázek 21: Tabulky operace s£ítání pro (Z5,+) a (Z6,+)
V¥ta 5.1.3 Tabulka operace grupy (Zn,+) je latinským £tvercem, který budeme zna£it L+.
D·kaz:
Nech´ L+(i, j) pro i, j = 1, 2, ..., n je tabulka operace s£ítání modulo n. Ukáºeme, ºe tato
tabulka je latinským £tvercem.
Pro °ádky:
V °ádku latinského £tverce se musí kaºdý symbol vyskytovat práv¥ jednou. Porovnáme
symboly L+(i, j) a L+(i, k) z °ádku tabulky na dvou libovolných r·zných pozicích, tj.
j ̸= k. Budeme postupovat sporem.
P°edpokládáme, ºe symboly na r·zných pozicích v °ádku jsou stejné: L+(i, j) = L+(i, k).
Odtud plyne následující vztah.
i+ j = i+ k,
kde p°edchozí rovnost platí v grup¥ (Zn,+), tj.
i+ j ≡ i+ k (mod n) /− i.
Od kaºdé strany kongruence ode£teme i, pak
j ≡ k (mod n).
Protoºe 1 ≤ j, k ≤ n musí být j = k. Ale to je spor s p°edpokladem, ºe j ̸= k. ádný
symbol se v °ádku tedy neopakuje.
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Pro sloupce:
Postup je obdobný jako u d·kazu pro °ádky. Ve sloupci latinského £tverce se kaºdý sym-
bol vyskytuje práv¥ jednou. Porovnáváme symboly L(i, j) a L(k, j) ze sloupce tabulky
na r·zných pozicích. Budeme postupovat sporem.
P°edpokládáme, ºe symboly na dvou libovolných r·zných pozicích ve sloupci jsou stejné:
L(i, j) = L(k, j), pro i ̸= k. Odtud dostáváme následující vztah.
i+ j = k + j,
kde rovnost platí v grup¥ (Zn,+), tj.
i+ j ≡ k + j (mod n) /− j.
Od kaºdé strany kongruence ode£teme j, pak
i ≡ k (mod n).
Protoºe 1 ≤ i, k ≤ n musí být i = k, coº je spor s p°edpokladem, ºe i ̸= k. Ani ve sloupci
se ºádný symbol neopakuje.
Ukázali jsme, ºe tabulka L+(i, j) je latinským £tvercem.
5.2 Izomorﬁsmus
Deﬁnice 5.2.1 [2] Nech´ L a L jsou latinské £tverce °ádu n. Ozna£me mnoºinu °ádkových
index· jako E1, mnoºinu sloupcových index· jako E2 a mnoºiny symbol· jako E3, E3.
Jestliºe existují bijektivní zobrazení φ1:E1 → E1, φ2:E2 → E2, φ3:E3 → E3, taková, ºe
φ3L(i, j)=L(φ1(i),φ2(j)) pro kaºdé i ∈ E1, j ∈ E2 a L(i, j) ∈ E3, pak latinské £tverce L
a L jsou izomorfní. Zapisujeme také L ≈ L.
L =
2 3 1
3 1 2
1 2 3
→ L = 1 2 32 3 1
3 1 2
Obrázek 22: Izomorfní latinské £tverce °ádu 3
Nap°. latinské £tverce L a L na obrázku 22 jsou izomorfní. Izomorﬁsmy jsou: φ1=φ2=id,
φ3(2) = 1, φ3(1) = 3, φ3(3) = 2. Izomorﬁsmus φ3 m·ºeme chápat jako permutaci na mno-
ºin¥ symbol·. Podle pot°eby m·ºeme pouºívat následující zápisy permutace:
2→ 1→ 3→ 2, cyklický zápis (213), nebo maticový zápis
2 1 3
1 2 3

.
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5.3 Transverzála v latinském £tverci
Deﬁnice 5.3.1 [2] Transverzála v latinském £tverci °ádu n je mnoºina n bun¥k, vybraných
práv¥ jedna bu¬ka z kaºdého °ádku a sloupce, obsahující kaºdý z n symbol· práv¥ jednou.
Poznámka 5.3.2 [2]
• N¥které latinské £tverce nemají ºádnou transverzálu.
• Disjunktní transverzály jsou takové transverzály, které neobsahují ºádnou spole£nou
bu¬ku latinského £tverce.
• Jestliºe má latinský £tverec L transverzálu, pak latinský £tverec izomorfní k L má
také transverzálu.
• Kaºdý latinský £tverec sudého °ádu má sudý po£et transverzál.
P°íklady transverzál jsou na obrázku 23.
2 3. 1
3 1 2.
1. 2 3
2. 3 4 5 1
3 4 5 1. 2
4 5. 1 2 3
5 1 2 3 4.
1 2 3. 4 5
Obrázek 23: Transverzály v latinském £tverci
Obecn¥ není známá odpov¥¤ na otázku, kolik transverzál najdeme v latinském £tverci.
Pro na²e pot°eby budeme chtít zajistit dostate£ný po£et vzájemn¥ disjunktních transverzál
v latinském £tverci. K tomu vyuºijeme latinský £tverec, který je tabulkou operace s£ítání
pro grupu (Zn,+), kde n je liché. Tento £tverec budeme zna£it L+.
5.4 Ortogonální latinský £tverec
Leonhard Euler za£al se studiem ortogonálních latinských £tverc· v roce 1782, kdy °e²il
problém 36 d·stojník· The Euler Oﬃcer Problem [1]. My vyuºijeme ortogonální latinské
£tverce k pozd¥j²ímu d·kazu o po£tu transverzál latinského £tverce L+.
Deﬁnice 5.4.1 [1] Dva latinské £tverce L a L °ádu n jsou ortogonální, jestliºe pro kaºdé
(x,y) ∈ E3 × E3 existuje práv¥ jedna dvojice index· (i, j) ∈ E1 × E2 taková, ºe bu¬ka
(i, j) latinského £tverce L obsahuje symbol x, L(i, j) = x a bu¬ka (i,j) latinského £tverceL obsahuje symbol y, L(i,j)=y. Latinské £tverce L1,L2,...,Lt jsou vzájemn¥ ortogonální,
jestliºe pro ∀a, b : 1 ≤ a ̸= b ≤ t, La a Lb jsou ortogonální.
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Na obrázku 24 jsou ortogonální latinské £tverce L, L °ádu 4 a tabulka obsahující v²echny
r·zné uspo°ádané dvojice symbol·, které vznikly p°eloºením ortogonálních £tverc· p°es
sebe.
L =
1 2 3 4
4 3 2 1
2 1 4 3
3 4 1 2
L =
1 2 3 4
3 4 1 2
4 3 2 1
2 1 4 3
11 22 33 44
43 34 21 12
24 13 42 31
32 41 14 23
Obrázek 24: Ortogonální latinské £tverce L, L a tabulka uspo°ádaných dvojic symbol·
Poznámka 5.4.2 [1] Jednoduchý zp·sob, jak ukázat, ºe dva latinské £tverce jsou ortogo-
nální, je pouºití pravidla "The Two Finger Rule". Nech´ L a M jsou latinské £tverce °ádu
n. Pak L a M jsou ortogonální práv¥ tehdy, kdyº kaºdá dvojice bun¥k obsazena stejnými
symboly v L je obsazena r·znými symboly v M .
Ke kaºdému latinskému £tverci lichého °ádu L+ umíme najít ortogonální £tverec. Zp·sob
konstrukce tohoto £tverce je uveden v d·kazu následující v¥ty.
V¥ta 5.4.3 V latinském £tverci L+ lichého °ádu je práv¥ n disjunktních transverzál.
D·kaz:
Na základ¥ toho, ºe k latinskému £tverci L+ existuje ortogonální £tverec, ozna£me jej L◦,
m·ºeme tvrdit, ºe v latinském £tverci L+ je n disjunktních transverzál. Z deﬁnice plyne,
ºe jestliºe p°es sebe p°eloºíme dva latinské £tverce, které jsou navzájem ortogonální, pak
dostaneme v²echny moºné uspo°ádané dvojice symbol·. Kaºdá dvojice symbol· se zde
vyskytuje práv¥ jednou. Uváºíme-li v²echny pozice v L◦ se stejným symbolem, pak se
na stejných pozicích v L+ nachází v²ech n r·zných symbol· a tyto tvo°í transverzálu,
za p°edpokladu, ºe L+ a L◦ jsou ortogonální. Protoºe v L◦ se st°ídá n r·zných symbol·,
musí být v L+ práv¥ n disjunktních transverzál. Zbývá ukázat, ºe L◦ a L+ jsou ortogonální.
Pro p°ehlednost jsou na obrázku 24 znázorn¥ny bu¬ky se stejnými symboly v L◦ a jim
odpovídající transverzály v L+.
Vyjdeme z vlastností ortogonálních latinských £tverc· a pravidla "The Two Finger Rule".
Zkonstruujeme tabulku L◦, kde operaci kole£ko deﬁnujeme takto: i◦ j = i− j+2 (mod n).
Ukáºeme, ºe L◦ je latinský £tverec. D·kaz je obdobný d·kazu V¥ty 4.4.1.
Pro symboly v °ádku:
P°edpokládáme, ºe symboly na dvou libovolných r·zných pozicích v °ádku jsou stejné:
L◦(i, j) = L◦(i, k), kde j ̸= k. Odtud plyne následující vztah.
i− j + 2 = i− k + 2,
kde rovnost platí v rámci grupy (Zn,+), tj.
i− j + 2 ≡ i− k + 2 (mod n) /− i,−2.
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Od kaºdé strany kongruence ode£teme i a 2, pak
j ≡ k (mod n).
Protoºe 1 ≤ j, k ≤ n musí být j = k. Ale to je spor s p°edpokladem, ºe j ̸= k. ádný
symbol se tedy v °ádku neopakuje.
Pro symboly ve sloupci je postup analogický.
P°íklad latinských £tverc· L+ a L◦ °ádu 5 je na obrázku 25.
+ 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 1
2 3 4 5 1 2
3 4 5 1 2 3
4 5 1 2 3 4
5 1 2 3 4 5
◦ 1 2 3 4 5
1 2 3 4. 5 1
2 1 2 3 4. 5
3 5 1 2 3 4.
4 4. 5 1 2 3
5 3 4. 5 1 2
Obrázek 25: Latinské £tverce L+ a L◦ °ádu 5 s vyzna£enou transverzálou v L+
Dále ukáºeme, ºe latinské £tverce L+ a L◦ jsou ortogonální. Pouºijeme pravidlo "The Two
Finger Rule". Budeme porovnávat dv¥ dvojice symbol·. Z latinského £tverce L+ vybe-
reme dv¥ r·zné bu¬ky se stejným symbolem a porovnáme symboly v latinském £tverci L◦
ve stejných bu¬kách.
Pokud jsou symboly v latinském £tverci L◦ r·zné, pak jsou £tverce L+ a L◦ ortogonální.
Budeme postupovat sporem.
Nech´ L+(i, j) = L+(k, l), p°i£emº i ̸= k ∧ j ̸= l.
Odtud plyne následující vztah:
i+ j ≡ k + l (mod n). (1)
P°edpokládejme, ºe i L◦(i, j) = L◦(k, l).
Tedy platí:
i ◦ j = k ◦ l,
tj.
i− j + 2 (mod n) ≡ k − l + 2 (mod n) /− 2,
i− j ≡ k − l (mod n). (2)
Nyní m·ºeme kongruence (1) a (2) se£íst a dostaneme:
2i ≡ 2k (mod n),
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kde pro n liché m·ºeme krátit 2, protoºe kongruenci m·ºeme krátit £íslem nesoud¥lným
s modulem, tj. i ≡ k (mod n). Odtud i = k, coº je spor s p°edpokladem, ºe pozice
v latinském £tverci L◦ jsou r·zné.
Ukázali jsme, ºe latinské £tverce L◦ a L+ jsou ortogonální a tedy L+ obsahuje práv¥ n
disjunktních transverzál.
5.5 Idempotentní latinský £tverec
Vlastnosti idempotentních latinských £tverc· vyuºijeme pozd¥ji p°i vytvá°ení rozpisu tur-
naje, p°i£emº zajistíme p°edpoklad, ºe v i-tém kole bude odpo£ívat i-tý hrá£. Proto zde
uvádíme následující deﬁnici.
Deﬁnice 5.5.1 Latinský £tverec °ádu n je idempotentní, jestliºe platí L(i, i) = i pro kaºdé
i ∈ {1, ..., n}.
1 3 2
3 2 1
2 1 3
1 4 2 5 3
4 2 5 3 1
2 5 3 1 4
5 3 1 4 2
3 1 4 2 5
Obrázek 26: Idempotentní latinské £tverce
Latinský £tverec L+, pro libovolné n, není obecn¥ idempotentní.
Lemma 5.5.2 Pro n liché, tj. n = 2k−1, kde k ∈ N, existuje idempotentní latinský £tverec
°ádu n izomorfní s L+.
D·kaz:
Protoºe pro n liché má L+ °ádu n na hlavní diagonále v²echny zbytky (v²echny symboly
£tverce), existuje vºdy permutace symbol·, která p°euspo°ádá prvky diagonály tak, aby
byl £tverec idempotentní. P°íklad je uveden na obrázku 27.
+ 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 1
2 3 4 5 1 2
3 4 5 1 2 3
4 5 1 2 3 4
5 1 2 3 4 5
→

2 4 1 3 5
1 2 3 4 5

→
1 2 3 4 5
1 1 4 2 5 3
2 4 2 5 3 1
3 2 5 3 1 4
4 5 3 1 4 2
5 3 1 4 2 5
Obrázek 27: Idempotentní latinský £tverec vytvo°ený permutací symbol· L+
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Poznámka 5.5.3 Pro n sudé, n = 2k, kde k ∈ N, L+ nemá na hlavní diagonále v²echny
zbytky a jednodu²e z n¥j idempotentní latinský £tverec izomorfní s L+ nezískáme. Idem-
potentní latinské £tverce sudých °ád· existují ale nevíme, zda jsou izomorfní s L+ °ádu
n = 2k [2].
5.6 Idempotentní latinský £tverec a kanonický rozklad komplet-
ního grafu
Dle latinského £tverce L+ °ádu 2n− 1 m·ºeme sestrojit rozklad kompletního grafu K2n na
1-faktory F1,F2,...,F2n−1. Jestliºe uváºíme, ºe °ádkové, resp. sloupcové indexy odpovídají
vrchol·m, pozice (i, j) latinského £tverce p°edstavuje orientovanou hranu
−→
ij grafu K2n
a symbol L+(i, j)= i+j (mod 2n−1) p°edstavuje index faktoru k, kde k = 1, 2, ..., 2n−1.
Operace + je komutativní, z £ehoº plyne, ºe £tverec je symetrický podle diagonály a tedy
pozice (i, j) a (j, i) jsou vypln¥ny stejným symbolem. Tomu odpovídá, ºe ob¥ orientované
hrany
−→
ij i
−→
ji pat°í do stejného faktoru. Je z°ejmé, ºe informaci o rozkladu vy£teme jen
z poloviny £tverce pod (resp. nad) diagonálou. Které hrany tedy budou pat°it faktoru Fk?
Do faktoru Fk pat°í kaºdá hrana (i, j) taková, ºe L+(i, j) = L+(j, i) = k, pro i ̸= j a dále
hrana (i, 2n) pro L+(i, i) = k.
Rozklad si ukáºeme na p°íkladu pro 6 hrá£· a vyjdeme z latinského £tverce L+ °ádu 5, viz
obrázek 28.
+ 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 1
2 3 4 5 1 2
3 4 5 1 2 3
4 5 1 2 3 4
5 1 2 3 4 5
F1 = {{5,1}, {4,2}, {3,6}}
F2 = {{5,2}, {4,3}, {1,6}}
F3 = {{2,1}, {5,3}, {4,6}}
F4 = {{3,1}, {5,4}, {2,6}}
F5 = {{4,1}, {3,2}, {5,6}}
Obrázek 28: Faktorizace K6 dle L5 ≈ L+ °ádu 5
Dle kanonické faktorizace (Deﬁnice 4.1.1) F ′i = {{2n, i}}∪ {{i+k, i−k}; k = 1, 2, ..., n−1,
i = 1, ..., 2n − 1}, kde £ísla i + k a i − k jsou vyjád°ena jedním z £ísel 1, 2, ...., 2n − 1
(mod 2n− 1), dostaneme pro K6 faktory:
F ′1 = {{1,6}, {5,2}, {4,3}}
F ′2 = {{2,6}, {1,3}, {5,4}}
F ′3 = {{3,6}, {4,2}, {1,5}}
F ′4 = {{4,6}, {1,2}, {5,3}}
F ′5 = {{5,6}, {2,3}, {1,4}}.
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Faktory jsou stejné, aº na index faktoru, jako u faktorizace podle latinského £tverce L+.
Nadeﬁnujeme-li zobrazení ϕ z mnoºiny faktor· dle L+ do mnoºiny faktor· dle kanonické
faktorizace takto:
F1 → F ′3
F2 → F ′1
F3 → F ′4
F4 → F ′2
F5 → F ′5,
je vid¥t, ºe faktorizace dle L+ a kanonická faktorizace jsou izomorfní.
Zobrazení ϕ odpovídá permutaci index· faktor·, resp. symbol· £tverce L+
1 2 3 4 5
3 1 4 2 5

,
která p°evede L+ na idempotentní latinský £tverec. Rozklad K5 sestrojený dle idempo-
tentního latinského £tverce izomorfního s L+ je tedy úpln¥ stejný jako kanonický rozklad.
Tento postup m·ºeme zobecnit, coº je obsahem následujícího tvrzení.
Tvrzení 5.6.1 Kanonická 1-faktorizace K2n je ekvivalentní 1-faktorizaci K2n, sestrojené
dle idempotentního latinského £tverce izomorfního s L+.
D·kaz:
Korektní d·kaz tohoto tvrzení zde uvád¥t nebudeme, jelikoº je technicky náro£ný nad rá-
mec této bakalá°ské práce. Podobné obecn¥j²í tvrzení bylo dokázáno s vyuºitím teorie grup
v £lánku [13].
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6 Rozpisy st°elecké sout¥ºe
Cílem je sestavit rozpis st°elecké sout¥ºe, který by co nejvíce odpovídal harmo-
nickému losování.
Deﬁnice 6.1 Losování, které spl¬uje následující poºadavky, nazýváme losování harmo-
nické.
1. Losování je kompaktní. (Kaºdého kola se ú£astní v²ichni hrá£i, pro lichý po£et hrá£·
se ú£astní v²ichni aº na jednoho.)
2. Losování má nejmen²í moºný po£et brejk·. (Kaºdý hrá£ st°ídá co nejlépe pozice vlevo
a vpravo.)
3. Je zaji²t¥no pravidelné st°ídání hrá£· na st°elnicích. (Kaºdý hrá£ b¥hem turnaje
prost°ídá v²echny st°elnice, p°i£emº na kaºdé st°elnici odehraje stejný po£et zápas·.)
4. Jsou zaji²t¥ny rovnom¥rné pauzy pro v²echny hrá£e.
Jak uº bylo °e£eno v kapitole 5, latinské £tverce m·ºeme vyuºít k sestavování rozpis· spor-
tovních sout¥ºí. V na²em p°ípad¥ se jedná o sout¥º ve st°elb¥. Vytvá°ení rozpisu ukáºeme
na p°íkladech a rozpisy zhodnotíme vzhledem k poºadavk·m harmonického losování.
Základní výpo£ty a zna£ení
Ozna£íme:
N - po£et p°ihlá²ených hrá£·,
k - po£et zápas· kola,
Z - celkový po£et zápas·,
m - po£et kol turnaje,
s - po£et st°elnic, které jsou k dispozici.
Pro sudý po£et p°ihlá²ených hrá£· N = 2n bude celkový po£et zápas· Z =

2n
2

=
2n·(2n−1)
2
= n · (2n− 1). Po£et zápas· jednoho kola bude k = n a po£et kol m = 2n− 1.
Pro lichý po£et p°ihlá²ených hrá£· N = 2n − 1 bude celkový po£et zápas· Z = 2n−1
2

=
2n−1·(2n−2)
2
= (2n − 1) · (n − 1). Po£et zápas· jednoho kola bude k = n − 1 a po£et kol
m = 2n− 1.
Rozpis turnaje pro 7 hrá£·:
Zp·sob vytvo°ení rozpisu si nejprve ukáºeme na p°íkladu pro malý po£et p°ihlá²ených
hrá£·. Pro po£et hrá£· N = 2n − 1 = 7 si nejd°íve vyjád°íme po£et zápas· jednoho kola
k = n − 1 = 4 − 1 = 3. Dále vypo£ítáme celkový po£et zápas· Z = 2n−1
2

=

7
2

= 21,
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p°i£emº po£et kol turnaje je m = Z
k
= 21
3
= 7 kol. Je z°ejmé, ºe bude nejvhodn¥j²í vyuºít
práv¥ 3 st°elnice, jelikoº v kaºdém kole prob¥hnou práv¥ 3 zápasy.
P°i sestavení rozpisu vyjdeme z latinského £tverce L+ °ádu 7, viz obrázek 29, ke kterému
najdeme vhodnou permutací symbol· izomorfní idempotentní £tverec.
P°edpis permutace : 
2 4 6 1 3 5 7
1 2 3 4 5 6 7

+ 1 2 3 4 5 6 7
1 2 3 4 5 6 7 1
2 3 4 5 6 7 1 2
3 4 5 6 7 1 2 3
4 5 6 7 1 2 3 4
5 6 7 1 2 3 4 5
6 7 1 2 3 4 5 6
7 1 2 3 4 5 6 7
→
1 2 3 4 5 6 7
1 1 5 2 6 3 7 4
2 5 2 6 3 7 4 1
3 2 6 3 7 4 1 5
4 6 3 7 4 1 5 2
5 3 7 4 1 5 2 6
6 7 4 1 5 2 6 3
7 4 1 5 2 6 3 7
Obrázek 29: Latinský £tverec L+ pro 7 hrá£· a k n¥mu izomorfní idempotentní £tverec
Kaºdý symbol L+(i, j) = i+j (mod n) latinského £tverce p°edstavuje kolo turnaje, ve kte-
rém se hrá£i i a j utkají. Jelikoº se ve £tverci kaºdý symbol vyskytuje vícekrát, je z°ejmé,
ºe se bude v kaºdém kole odehrávat více zápas·. Nap°. symbol 2 se v latinském £tverci na
obrázku 29 vyskytuje práv¥ 7×. Podíváme-li se ale na jednotlivé pozice symbol·, zjistíme,
ºe se n¥které dvojice hrá£· opakují. Latinský £tverec L+ je symetrický, tzn. informace
k vytvo°ení rozpisu je jen v p·lce tohoto £tverce. Symetrie plyne z vlastnosti komutati-
vity operace + modulo n. My si k vytvo°ení rozpisu turnaje vybereme £ást £tverce pod
hlavní diagonálou. Symbol na hlavní diagonále L+(i, j) p°edstavuje kolo, ve kterém hrá£ i
odpo£ívá. ádný hrá£ totiº nem·ºe hrát sám se sebou.
Protoºe rozpis vytvo°ený podle idempotentního latinského £tverce je ekvivalentní kanonic-
kému losování, m·ºeme sestrojit související tabulku HAP (obrázek 30), kde levá a pravá
strana st°elnice odpovídá pojm·m Away a Home. ádky tabulky HAP odpovídají jed-
notlivým kol·m turnaje a sloupce p°edstavují hrá£e.
V tabulce na obrázku 31 je znázorn¥n rozpis turnaje pro 7 hrá£· vytvo°ený podle idem-
potentního latinského £tverce L, izomorfního s L+. ádky tabulky p°edstavují kola a ve
sloupcích jsou rozepsány zápasy daného kola. Nap°. chceme-li najít v²echny zápasy 1. kola,
pak v idempotentním latinském £tverci na obrázku 29 vybereme bu¬ky obsahující sym-
bol 1. Pozice t¥chto bun¥k nám dají dvojice hrá£·, resp. zápasy tohoto kola. Jak jiº bylo
zmín¥no, bu¬ky vybíráme z £ásti latinského £tverce pod hlavní diagonálou. V rozpisu je
zohledn¥no st°ídání levých a pravých stran, nap°. v 2. kole hrají 3. zápas hrá£i 5 a 6,
31
kolo, hrá£ 1 2 3 4 5 6 7
1 - L P L P L P
2 P - L P L P L
3 L P - L P L P
4 P L P - L P L
5 L P L P - L P
6 P L P L P - L
7 L P L P L P -
Obrázek 30: Tabulka HAP pro 7 hrá£·
p°i£emº hrá£ 5 hraje vlevo a hrá£ 6 vpravo. Protoºe jsme pouºili idempotentní £tverec, je
zaji²t¥no, ºe v 1. kole odpo£ívá hrá£ £. 1, ve 2. kole hrá£ £. 2 atd.
kolo 1.zápas 2.zápas 3.zápas
1. 27 63 45
2. 31 74 56
3. 15 42 67
4. 71 26 53
5. 12 37 64
6. 41 23 75
7. 16 52 34
Obrázek 31: Rozpis hrá£· s ohledem na st°ídání stran st°elnice
Lemma 6.2 Pro N liché existuje kompaktní losování s dokonalým st°ídáním st°elc· na
pozicích vlevo a vpravo.
D·kaz: Kompaktní rozpis je sestaven dle idempotentního latinského £tverce °ádu N izo-
morfního s L+, viz Lemma 5.5.2, Tvrzení 5.6.1 a dokonalé st°ídání pozic vlevo a vpravo
plyne z existence HAP bez brejk·, viz V¥ta 4.2.1.
Rozpis turnaje pro 8 hrá£·
Pro po£et hrá£· N = 2n = 8 vyjád°íme celkový po£et zápas· Z =

2n
2

=

8
2

= 28, po£et
zápas· jednoho kola je k = n = 4 a po£et kol turnaje je m = Z
k
= 28
4
= 7.
Rozpis tvo°íme stejným zp·sobem jako rozpis pro 7 hrá£·, av²ak hrá£e, který v daném
kole odpo£ívá p°ipojíme do dvojice s hrá£em £. 8. Tak zaru£íme, ºe hrá£ £. 8 bude hrát
v kaºdém kole a prost°ídá se se v²emi ostatními hrá£i. Tento rozpis je ekvivalentní rozpisu
dle kanonického rozkladu K8. Na obrázku 32 vidíme rozpis zápas· pro 8 hrá£· dle idem-
potentního latinského £tverce (viz obrázek 30) a tabulku umíst¥ní HAP, kde jsme docílili
nejmen²ího moºného po£tu brejk· 2n − 2 = 8 − 2 = 6. Rozpis zápas· je jiº vytvo°en
s ohledem na st°ídání hrá£· na levé a pravé stran¥ st°elnice.
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hrá£,kolo 1 2 3 4 5 6 7
1 L P L P L P L
2 L P P L P L P
3 P L L P L P L
4 L P L P P L P
5 P L P L L P L
6 L P L P L P P
7 P L P L P L L
8 P L P L P L P
kolo,zápas 1. 2. 3. 4.
1. 18 27 63 45
2. 82 31 74 56
3. 38 42 15 67
4. 84 53 26 71
5. 58 64 37 12
6. 86 75 41 23
7. 78 16 52 34
Obrázek 32: Tabulka HAP a rozpis pro 8 hrá£·
Lemma 6.3 Pro N sudé, tj. N = 2n, lze sestavit kompaktní rozpis s nejlep²ím moºným
st°ídáním hrá£· na pozicích vlevo a vpravo.
D·kaz: Kompaktní rozpis je sestaven dle kanonického rozkladu, nebo ekvivalentn¥ dle
idempotentního latinského £tverce. St°ídání pozic je zaji²t¥no existencí tabulky HAP s nejmen-
²ím moºným po£tem brejk· 2n− 2, dle V¥ty 4.1.2.
P°i sestavování rozpisu turnaje pro sudé po£ty hrá£· N = 2n lze tedy vycházet z kanonic-
kého rozkladu pro K2n a ekvivalentn¥ z idempotentního latinského £tverce L2n−1. Jak ale
vidíme na p°edchozím p°íkladu pro 8 hrá£·, pomocí t¥chto nástroj· jsme schopni vytvo-
°it pouze rozpis turnaje, ve kterém se hrá£i pravideln¥ prost°ídají na levé a pravé stran¥
st°elnice. Také je z°ejmé, ºe rozpis je kompaktní, protoºe v kaºdém kole turnaje budou
hrát v²ichni hrá£i. Rozpis turnaje, který by zaru£oval spravedlivé st°ídání na st°elnicích
pro sudý po£et hrá£·, takto vytvo°it neumíme.
Dále budeme pokra£ovat v p°íkladu pro 7 hrá£· a pokusíme se v rozpisu zohlednit st°ídání
hrá£· na st°elnicích.
Turnaj probíhá vºdy na ur£itém po£tu st°elnic. V tomto p°ípad¥ bude vhodné vyuºít 3 st°el-
nice, protoºe v kaºdém kole máme 3 zápasy. Abychom zajistili spravedlivé st°ídání hrá£·
na st°elnicích, vyuºijeme k tomu transverzály idempotentního latinského £tverce. Kaºdá
transverzála, s vyjímkou hlavní diagonály £tverce, p°edstavuje jednu st°elnici. Transverzála
vybere z kaºdého °ádku a sloupce latinského £tverce práv¥ jednu bu¬ku, tj. celkem 7 bun¥k
se sedmi r·znými symboly. Tomu odpovídá 7 zápas· v kaºdém kole jeden a nem·ºe se stát,
ºe bychom ur£ili v jednom kole 2 zápasy na stejnou st°elnici. Jestliºe pot°ebujeme práv¥
3 st°elnice, posta£í nám najít v latinském £tverci práv¥ 3 disjunktní transverzály, ty jsou
vyzna£eny na obrázku 33.
Rozpis turnaje na jednotlivých st°elnicích tvo°íme tak, ºe si vybereme jednu z vyzna£ených
transverzál a pomocí ní sestavíme rozpis zápas· na dané st°elnici. Na kaºdé st°elnici bude
po£et zápas· odpovídat po£tu kol turnaje, tj. v tomto p°ípad¥ 7 zápas·, viz tabulka na
obrázku 34. Z této tabulky je dále z°ejmé, ºe se v²ichni hrá£i spravedliv¥ prost°ídají. Kaºdý
hrá£ b¥hem turnaje odehraje práv¥ 6 zápas·, p°i£emº transverzály nám zaru£í, ºe kaºdý
hrá£ bude hrát práv¥ 2× na kaºdé st°elnici. Navíc z·stává zaji²t¥n p°edpoklad st°ídání
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1 2 3 4 5 6 7
1 1 5 2 6 3 7 4
2 5 2 6 3 7 4 1
3 2 6 3 7 4 1 5
4 6 3 7 4 1 5 2
5 3 7 4 1 5 2 6
6 7 4 1 5 2 6 3
7 4 1 5 2 6 3 7
Obrázek 33: T°i transverzály idempotentního latinského £tverce °ádu 7
levých a pravých stran st°elnice a maximáln¥ se prost°ídají v²echny dvojice hrá£·.
kolo 1.st°elnice 2.st°elnice 3.st°elnice
1. 27 45 63
2. 31 56 74
3. 42 67 15
4. 53 71 26
5. 64 12 37
6. 75 23 41
7. 16 34 52
Obrázek 34: Rozpis na st°elnicích pro 7 hrá£·
Pro 7 hrá£· po£et st°elnic p°esn¥ odpovídá po£tu zápas· jednoho kola, a proto se kaºdého
kola ú£astní v²ichni hrá£i, a tedy nejsou ºádné pauzy mezi zápasy, krom¥ jedné pauzy za
turnaj pro kaºdého hrá£e b¥hem kola, kdy hrá£ odpo£ívá. Pro 7 hrá£· jsme takto sestavili
rozpis, který zcela odpovídá poºadavk·m harmonického losování.
Tvrzení 6.4 Pro n lichá taková, ºe po£et zápas· kola k = n−1 je stejný jako po£et st°elnic
k = s, existuje harmonické losování turnaje.
D·kaz: Z Lemma 6.2 plyne, ºe jsme schopni zajistit poºadavky 1, 2 a 4 harmonického
losování. Z V¥ty 5.4.3 plyne existence dostate£ného po£tu transverzál, které ur£ují rozd¥lení
zápas· na st°elnice.
Nyní se pokusíme pouºít stejný p°ístup rozd¥lení zápas· na st°elnice pro 8 hrá£·. V kaºdém
kole se odehrají 4 zápasy, proto vyuºijeme práv¥ 4 st°elnice. Rozd¥lení zápas· na st°elnice
m·ºeme sestavit dle t°í transverzál z obrázku 33, k nimº p°idáme diagonálu, která je £tvrtou
transverzálou. Av²ak 8. hrá£ by v²echny své zápasy odehrál na 4. st°elnici, a proto je t°eba
najít jiný zp·sob rozd¥lení zápas· na st°elnice. Transverzály m·ºeme uvedeným zp·sobem
vyuºít jen pro N liché.
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Zcela harmonický rozpis v²ak umíme vytvo°it pouze pro 5, 7 a 9 hrá£·, jelikoº zde po-
£et zápas· jednoho kola p°esn¥ odpovídá danému po£tu st°elnic 2, 3 a 4, které jsou v
reálné sout¥ºi k dispozici. Pro v¥t²í po£ty zápas· jednoho kola je v²ak nutné vysta£it stále
s omezeným po£tem st°elnic. Proto uvedeme i p°íklad pro 13 hrá£·.
Rozpis turnaje pro 13 hrá£·:
U tohoto p°íkladu jiº po£et zápas· jednoho kola p°esn¥ neodpovídá po£tu st°elnic. Po£et
zápas· kola je v²ak d¥litelný po£tem st°elnic, coº nám umoºní tém¥° vyhov¥t poºadavk·m
harmonického losování. Postup je obdobný jako u rozpisu pro 7 hrá£·. Pro po£et hrá£·
N = 2n− 1 = 13 si nejd°íve vyjád°íme po£et zápas· jednoho kola k = n− 1 = 7− 1 = 6,
pak vypo£ítáme celkový po£et zápas· Z =

2n−1
2

=

13
2

= 78, p°i£emº po£et kol turnaje
je m = Z
k
= 78
6
= 13. Je z°ejmé, ºe bude nejvhodn¥j²í vyuºít práv¥ 3 st°elnice, jelikoº
po£et zápas· jednoho kola je d¥litelný t°emi. Na kaºdé st°elnici se v kaºdém kole budou
odehrávat dva zápasy.
Nejprve si vytvo°íme latinský £tverec L+ pro 13 hrá£·, pomocí operace s£ítání modulo 13,
který vidíme na obrázku 35.
+ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 2
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 2 3
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 2 3 4
5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 2 3 4 5
6 7 8 9 10 11 12 13 1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11 12 13 1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 12 13 1 2 3 4 5 6 7 8
9 10 11 12 13 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 11 12 13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
12 13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Obrázek 35: Latinský £tverec L+ pro 13 hrá£·
Abychom mohli p°ipojit tabulku HAP pro st°ídání L,P, zvolíme vhodnou permutaci sym-
bol· hlavní diagonály latinského £tverce L+ tak, abychom získali idempotentní latinský
£tverec.
P°edpis permutace :
2 4 6 8 10 12 1 3 5 7 9 11 13
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

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Na obrázku 36 je idempotentní izomorfní latinský £tverec s L+ °ádu 13 a na
obrázku 37 je tabulka HAP. Docílíme tak ideálního rozpisu z hlediska st°ídání hrá£· na
pozicích vlevo a vpravo a odpo£ívání hrá£· v daném kole. Takto vytvo°ený rozpis je ekvi-
valentní s kanonickým losováním.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 1 8 2 9 3 10 4 11 5 12 6 13 7
2 8 2 9 3 10 4 11 5 12 6 13 7 1
3 2 9 3 10 4 11 5 12 6 13 7 1 8
4 9 3 10 4 11 5 12 6 13 7 1 8 2
5 3 10 4 11 5 12 6 13 7 1 8 2 9
6 10 4 11 5 12 6 13 7 1 8 2 9 3
7 4 11 5 12 6 13 7 1 8 2 9 3 10
8 11 5 12 6 13 7 1 8 2 9 3 10 4
9 5 12 6 13 7 1 8 2 9 3 10 4 11
10 12 6 13 7 1 8 2 9 3 10 4 11 5
11 6 13 7 1 8 2 9 3 10 4 11 5 12
12 13 7 1 8 2 9 3 10 4 11 5 12 6
13 7 1 8 2 9 3 10 4 11 5 12 6 13
Obrázek 36: Idempotentní latinský £tverec pro 13 hrá£·
kolo, hrá£ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 - L P L P L P L P L P L P
2 P - L P L P L P L P L P L
3 L P - L P L P L P L P L P
4 P L P - L P L P L P L P L
5 L P L P - L P L P L P L P
6 P L P L P - L P L P L P L
7 L P L P L P - L P L P L P
8 P L P L P L P - L P L P L
9 L P L P L P L P - L P L P
10 P L P L P L P L P - L P L
11 L P L P L P L P L P - L P
12 P L P L P L P L P L P - L
13 L P L P L P L P L P L P -
Obrázek 37: Tabulka HAP pro 13 hrá£·
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Dále pot°ebujeme zajistit pravidelné st°ídání hrá£· na st°elnicích. K tomu vyuºijeme
transverzály idempotentního latinského £tverce, o kterém víme, ºe má N disjunktních
transverzál. V tomto konkrétním p°ípad¥ je v kaºdém kole práv¥ 6 zápas· a proto vybe-
reme v latinském £tverci na obrázku 38 práv¥ 6 transverzál. Z p°edchozího p°íkladu víme, ºe
transverzály p°edstavují st°elnice a v tomto p°ípad¥ bychom pot°ebovali 6 st°elnic. K dis-
pozici máme ov²em pouze 2, 3 nebo 4 st°elnice. Protoºe po£et zápas· kola je d¥litelný
t°emi, pouºijeme rozpis na 3 st°elnicích s tím, ºe v kaºdém kole se na kaºdé st°elnici ode-
hrají práv¥ 2 zápasy, jak m·ºeme vid¥t na obrázku 39. Kaºdé kolo rozd¥líme libovoln¥ na
2 p·lkola.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 1 8 2 9 3 10 4 11. 5. 12. 6 13 7
2 8 2 9 3 10 4 11 5 12. 6. 13. 7 1
3 2 9 3 10 4 11 5 12 6 13. 7. 1. 8
4 9 3 10 4 11 5 12 6 13 7 1. 8. 2.
5 3. 10 4 11 5 12 6 13 7 1 8 2. 9.
6 10. 4. 11 5 12 6 13 7 1 8 2 9 3.
7 4. 11. 5. 12 6 13 7 1 8 2 9 3 10
8 11 5. 12. 6. 13 7 1 8 2 9 3 10 4
9 5 12 6. 13. 7. 1 8 2 9 3 10 4 11
10 12 6 13 7. 1. 8. 2 9 3 10 4 11 5
11 6 13 7 1 8. 2. 9. 3 10 4 11 5 12
12 13 7 1 8 2 9. 3. 10. 4 11 5 12 6
13 7 1 8 2 9 3 10. 4. 11. 5 12 6 13
Obrázek 38: est transverzál idempotentního latinského £tverce °ádu 13
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kolo 1.st°elnice 2.st°elnice 3.st°elnice odpo£ívá
1. 8 7 2 13 6 9 1
4 11 10 5 12 3 1
2. 9 8 3 1 7 10 2
5 12 11 6 13 4 2
3. 10 9 4 2 8 11 3
6 13 12 7 1 5 3
4. 11 10 5 3 9 12 4
7 1 13 8 2 6 4
5. 12 11 6 4 10 13 5
8 2 1 9 3 7 5
6. 13 12 7 5 11 1 6
9 3 2 10 4 8 6
7. 1 13 8 6 12 2 7
10 4 3 11 5 9 7
8. 2 1 9 7 13 3 8
11 5 4 12 6 10 8
9. 3 2 10 8 1 4 9
12 6 5 13 7 11 9
10. 4 3 11 9 2 5 10
13 7 6 1 8 12 10
11. 5 4 12 10 3 6 11
1 8 7 2 9 13 11
12. 6 5 13 11 4 7 12
2 9 8 3 10 1 12
13. 7 6 1 12 5 8 13
3 10 9 4 11 2 13
Obrázek 39: Rozpis turnaje na jednotlivých st°elnicích pro 13 hrá£·
Z tabulky rozpisu turnaje na obrázku 39 je patrné, ºe je zaji²t¥no jak pravidelné st°ídání
hrá£· na st°elnicích, tak i pravidelné st°ídání hrá£· na levé a pravé stran¥ st°elnice. Kaºdý
hrá£ hraje na kaºdé st°elnici práv¥ £ty°ikrát, z toho dvakrát na levé stran¥ a dvakrát na
pravé stran¥ st°elnice. Také je stále zachováno p°ibliºn¥ rovnom¥rné st°ídání hrá£· b¥hem
zápasu. Kaºdého kola se ú£astní v²ichni hrá£i (krom¥ hrá£e, který odpo£ívá), a proto se
nem·ºe stát, ºe by n¥který z hrá£· odehrál v²echny zápasy v za£átku turnaje, nebo jen na
konci. Hrá£i mají mezi zápasy p°ibliºn¥ rovnom¥rné pauzy. Nejkrat²í pauza je ºádná pauza,
pr·m¥rn¥ v²ak mají hrá£i pauzu jedno aº dv¥ p·lkola (jeden aº dva zápasy). Nejdel²í pauza
vzniká ve chvíli, kdy hrá£ v daném kole odpo£ívá, a proto m·ºe být aº 4 p·lkola dlouhá
(v tomto p°ípad¥ 4 zápasy). Vzhledem k celkovému po£tu 26 p·lkol bychom mohli toto
rozd¥lení pauz mezi zápasy pro hrá£e povaºovat za dostate£n¥ rovnom¥rné a spravedlivé.
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Z reálného problému po°ádání st°elecké sout¥ºe vychází omezení na po£et st°el-
nic, které jsou k dispozici. Vycházíme-li z této reálné úlohy, po£ty st°elnic, které m·ºeme
obsadit jsou 2,3 nebo 4. Vzhledem k poºadavk·m harmonického losování sout¥ºe je vhodné
volit po£et obsazených st°elnic v závislosti na po£tu p°ihlá²ených hrá£· a po£tu zápas· p°i-
padajících na jedno kolo turnaje. Ná² návrh rozpisu se nejvíce blíºí rozpisu harmonickému
v p°ípad¥, ºe po£et zápas· kola je d¥litelný po£tem st°elnic, které mohou být obsazeny.
Problém umíme lépe °e²it pro liché po£ty p°ihlá²ených hrá£·, tedy pro N = 2n− 1 hrá£·.
Pak na 1 kolo p°ipadá n− 1 zápas·.
V následující v¥t¥ shrneme pro které hodnoty N po£tu p°ihlá²ených hrá£· a pro
které hodnoty s po£tu st°elnic, které jsou k dispozici, m·ºeme sestavit rozpis blízký har-
monickému losování. Sestavení rozpisu je zaloºeno na vyuºití transverzál idempotentního
latinského £tverce izomorfního s L+ podobn¥ jako v p°íkladu pro N = 13 hrá£·.
V¥ta 6.5 Pro po£et hrá£· (N ≡ 1 (mod 4), N ≡ 1 (mod 6), N ≡ 1 (mod 8)) a po£et
st°elnic (s = 2, s = 3, s = 4) lze sestavit rozpis turnaje, který spl¬uje podmínky 1, 2, 3
harmonického losování dokonale a blíºí se i spln¥ní podmínky 4.
D·kaz: Spln¥ní podmínek 1, 2 harmonického losování vyplývá z Lemma 6.2.
pro N ≡ 1 (mod 4) a s = 2
Je-li po£et zápas· kola d¥litelný dv¥ma k = 2p, kde p ∈ N, pak pro po£et hrá£· musí
platit N = 2k + 1 = 2 · 2p+ 1 = 4p+ 1 tj. N ≡ 1 (mod 4) a m·ºeme zvolit rozpis turnaje
na 2 st°elnice. Dle V¥ty 5.4.3 v idempotentním latinském £tverci °ádu N izomorfním s L+
najdeme 2p transverzál, které zaru£í pravidelné st°ídání hrá£· na 2 st°elnicích, p°i£emº
kaºdý hrá£ st°ílí na kaºdé st°elnici 2p -krát s nejdel²í pauzou 3
2
k − 2 a ostatními pauzami
v rozmezí 0 aº (k− 2). Po£ty hrá£· N , pro které bude vhodné zvolit 2 st°elnice jsou nap°.:
N ∈ {5, 9, 13, 17, 21, 25, 29, 33, ....}.
pro N ≡ 1 (mod 6) a s = 3
Je-li po£et zápas· kola d¥litelný t°emi k = 3p, kde p ∈ N, pak pro po£et hrá£· musí platit
N = 2k + 1 = 2 · 3p + 1 = 6p + 1 tj. N ≡ 1 (mod 6) a m·ºeme zvolit rozpis turnaje na
3 st°elnice. Dle V¥ty 5.4.3 v idempotentním latinském £tverci °ádu N izomorfním s L+
najdeme 3p transverzál, které zaru£í pravidelné st°ídání hrá£· na 3 st°elnicích, p°i£emº
kaºdý hrá£ st°ílí na kaºdé st°elnici 3p -krát s nejdel²í pauzou k − 2 a ostatními pauzami
v rozmezí 0 aº (2
3
k−2). Po£ty hrá£· N , pro které bude vhodné zvolit 3 st°elnice jsou nap°.:
N ∈ {7, 13, 19, 25, 31, 37, 43, ....}.
pro N ≡ 1 (mod 8) a s = 4
Je-li po£et zápas· kola d¥litelný £ty°mi k = 4p, kde p ∈ N, pak pro po£et hrá£· musí
platit N = 2k + 1 = 2 · 4p+ 1 = 8p+ 1 tj. N ≡ 1 (mod 8) a m·ºeme zvolit rozpis turnaje
na 4 st°elnice. Dle V¥ty 5.4.3 v idempotentním latinském £tverci °ádu N izomorfním s L+
najdeme 4p transverzál, které zaru£í pravidelné st°ídání hrá£· na 4 st°elnicích, p°i£emº
kaºdý hrá£ st°ílí na kaºdé st°elnici 4p -krát s nejdel²í pauzou 3
4
k − 2 a ostatními pauzami
v rozmezí 0 aº (k
2
− 2). Po£ty hrá£· N , pro které bude vhodné zvolit 4 st°elnice jsou nap°.:
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N ∈ {9, 17, 25, 33, 41, ....}.
Poznámka 6.6 Pro n¥které po£ty hrá£· N si m·ºeme vybírat, jaký po£et st°elnic nám
bude vyhovovat a stále m·ºeme sestavit rozpis blízký poºadavk·m harmonického roz-
pisu. Nap°. pro N = 25 m·ºeme zvolit 2, 3 i 4 st°elnice. Naopak pro po£ty hrá£· N =
{11, 15, 23, 27, 35, ...} po£et zápas· není soud¥lný s 2, 3 ani 4. Rozpis pro tato N sestavit
samoz°ejm¥ lze, ale z n¥kterých poºadavk· harmonického rozpisu musíme upustit.
V tabulce na obrázku 40 máme rozepsaný po£et ú£astník· N turnaje a po£et zápas·
k v kaºdém kole. Ve spodní £ásti tabulky vidíme zbytky po d¥lení £ísly 3 a 4, jelikoº
zde uvaºujeme 3 nebo 4 st°elnice. Je z°ejmé, ºe zbytky po d¥lení se opakují, a m·ºeme
proto p°edpokládat, ºe nap°. pro dvojici N = 11 a N = 23 bude rozpis turnaje vytvo°en
obdobn¥. Taktéº nap°íklad dvojice N = 15 a N = 23 bude mít obdobný rozpis turnaje na
4 st°elnicích.
n 11 15 23 27 35
k 5 7 11 13 17
3 st°elnice 2 1 2 1 2
4 st°elnice 1 3 3 1 1
Obrázek 40: Tabulka se zbytky po d¥lení po£tu zápas· kola po£tem st°elnic
Pro tyto speciální p°ípady m·ºeme rozpis turnaje p°izp·sobit danému po£tu hrá£·, i kdyº
z°ejm¥ nebudou vºdy spln¥ny v²echny poºadavky turnaje. Na p°íkladu pro 11 hrá£· si
ukáºeme dva moºné p°ístupy, jak lze vytvo°it rozpis turnaje, jestliºe po£et zápas· kola
není d¥litelný po£tem st°elnic, které jsou k dispozici. U prvního p°ístupu se snaºíme ud¥lat
rozpis turnaje tak, aby bylo co nejmén¥ poru²eno st°ídání hrá£· na st°elnicích. U druhého
zp·sobu se více zam¥°íme na maximální vyuºití jednotlivých st°elnic, tzn. abychom co
nejmén¥ naru²ili kompaktnost turnaje.
Rozpis turnaje pro 11 hrá£·:
Pro po£et hrá£· N = 2n − 1 = 11 vyjád°íme po£et zápas· jednoho kola k = n − 1 =
6−1 = 5, celkový po£et zápas· Z = 2n−1
2

=

11
2

= 55, p°i£emº celkový po£et kol turnaje
je m = Z
k
= 55
5
= 11 kol.
Nejprve si vytvo°íme latinský £tverec L+ pro 11 hrá£·, viz obrázek 41. Nyní si zvolíme
vhodnou permutaci symbol· hlavní diagonály latinského £tverce a následn¥ vytvo°íme
idempotentní latinský £tverec pro 11 hrá£· (obrázek 43). K idempotentnímu latinskému
£tverci pro 11 hrá£· p°ipojíme tabulku HAP (obrázek 42). V idempotentním latinském
£tverci si vyzna£íme 5 transverzál, jelikoº v 1 kole turnaje bude práv¥ 5 zápas·.
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+ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 2
3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 2 3
4 5 6 7 8 9 10 11 1 2 3 4
5 6 7 8 9 10 11 1 2 3 4 5
6 7 8 9 10 11 1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11 1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 1 2 3 4 5 6 7 8
9 10 11 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Obrázek 41: Latinský £tverec L+ pro 11 hrá£·
kolo, hrá£ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 - L P L P L P L P L P
2 P - L P L P L P L P L
3 L P - L P L P L P L P
4 P L P - L P L P L P L
5 L P L P - L P L P L P
6 P L P L P - L P L P L
7 L P L P L P - L P L P
8 P L P L P L P - L P L
9 L P L P L P L P - L P
10 P L P L P L P L P - L
11 L P L P L P L P L P -
Obrázek 42: Tabulka HAP pro 11 hrá£·
P°edpis permutace:
2 4 6 8 10 1 3 5 7 9 11
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Nyní p°istoupíme k 1. zp·sobu, jak lze vytvo°it rozpis turnaje pro 11 hrá£·. V tomto rozpisu
se snaºíme co jak nejvíce zachovat st°ídání hrá£· na st°elnicích i na stranách st°elnic. Tento
rozpis je znázorn¥n na obrázku 44.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 1 7 2 8 3 9 4 10 5. 11 6.
2 7. 2 8 3 9 4 10 5 11 6. 1
3 2 8. 3 9 4 10 5 11 6 1 7.
4 8. 3 9. 4 10 5 11 6 1 7 2
5 3 9. 4 10. 5 11 6 1 7 2 8
6 9 4 10. 5 11. 6 1 7 2 8 3
7 4 10 5 11. 6 1. 7 2 8 3 9
8 10 5 11 6 1. 7 2. 8 3 9 4
9 5 11 6 1 7 2. 8 3. 9 4 10
10 11 6 1 7 2 8 3. 9 4. 10 5
11 6 1 7 2 8 3 9 4. 10 5. 11
Obrázek 43: Idempotentní latinský £tverec pro 11 hrá£·
V tabulce na obrázku 44 vidíme, ºe i pro 11 hrá£· lze sestavit tém¥° harmonický rozpis
turnaje. Na 1. a 2. st°elnici v kaºdém kole probíhají dva zápasy. Na 3. st°elnici se v²ak v
kaºdém kole odehrává pouze jeden zápas. P°esto je zaji²t¥no pravidelné st°ídání hrá£· na
pravé a levé stran¥ st°elnice a navíc kaºdý hrá£ hraje £ty°ikrát na první a druhé st°elnici
a 2× na t°etí st°elnici. M·ºeme tedy °íci, ºe u tohoto zp·sobu vytvo°ení rozpisu se nám
poda°ilo zachovat pravidelné st°ídání hrá£·, i kdyº je jedna st°elnice vyuºita mén¥ neº
ostatní. Nevyhov¥li jsme tedy zcela poºadavk·m kompaktního rozlosování turnaje.
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kolo 1.st°elnice 2.st°elnice 3.st°elnice
1. 2 11 10 3 4 9
8 5 6 7
2. 3 1 11 4 5 10
9 6 7 8
3. 4 2 1 5 6 11
10 7 8 9
4. 5 3 2 6 7 1
11 8 9 10
5. 6 4 3 7 8 2
1 9 10 11
6. 7 5 4 8 9 3
2 10 11 1
7. 8 6 5 9 10 4
3 11 1 2
8. 9 7 6 10 11 5
4 1 2 3
9. 10 8 7 11 1 6
5 2 3 4
10. 11 9 8 1 2 7
6 3 4 5
11. 1 10 9 2 3 8
7 4 5 6
Obrázek 44: Rozpis turnaje pro 11 hrá£· na 3 st°elnicích
Druhý p°ístup, jak vytvo°it rozpis pro 11 hrá£· je pouºití 4 st°elnic (obrázek 45). V kaºdém
kole se budou odehrávat pouze 4 zápasy z celkového po£tu 5 zápas·. V kaºdém kole nám
z·stane 1 zápas navíc, tzn. celkem budeme mít navíc 11 zápas·. Ty m·ºeme rozd¥lit do 3
dal²ích kol s tím, ºe 3. kolo bude obsahovat pouze 3 zápasy. Sice se nám zvý²í po£et kol, ale
oproti p°edchozímu zp·sobu jsme vyuºili v¥t²í po£et st°elnic a turnaj tak bude probíhat
rychleji. Bohuºel se nám v²ak nepovedlo zajistit spravedlivé st°ídání hrá£· na st°elnicích,
ani spravedlivé st°ídání na levé a pravé stran¥ st°elnice. Kaºdý hrá£ hraje na 2 st°elnicích
2× a na zbylých 2 st°elnicích 3×.
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kolo 1.st°elnice 2.st°elnice 3.st°elnice 4.st°elnice
1. 2 11 10 3 4 9 6 7
2. 3 1 11 4 5 10 7 8
3. 4 2 1 5 6 11 8 9
4. 5 3 2 6 7 1 9 10
5. 6 4 3 7 8 2 10 11
6. 7 5 4 8 9 3 11 1
7. 8 6 5 9 10 4 1 2
8. 9 7 6 10 11 5 2 3
9. 10 8 7 11 1 6 3 4
10. 11 9 8 1 2 7 4 5
11. 1 10 9 2 3 8 5 6
12. 9 6 10 7 3 11 5 2
13. 11 8 1 9 2 10 7 4
14. 4 1 6 3 8 5
Obrázek 45: Rozpis turnaje pro 11 hrá£· na 4 st°elnicích
Vidíme, ºe díky rozpisu, který byl vytvo°en druhým zp·sobem, bude turnaj probíhat rych-
leji, av²ak hrá£·m nebudou zaji²t¥ny rovnocenné podmínky. Navíc se m·ºe stát, ºe n¥kte°í
hrá£i budou mít del²í pauzy mezi zápasy, nebo naopak odehrajou více zápas· aº ke konci
turnaje. Oproti tomu rozpis turnaje vytvo°en pomocí prvního zp·sobu je spravedlivý pro
v²echny hrá£e. Jeho nedostatkem je v²ak vyuºití pouze 2 st°elnic v kaºdém druhém p·lkole
a p°estávky na 3. st°elnici, z £ehoº plyne v¥t²í £asová náro£nost turnaje.
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7 Záv¥r
Vycházeli jsme z reálného problému st°elecké sout¥ºe, po°ádané formou turnaje,
tj. b¥hem sout¥ºe se utká kaºdá dvojice hrá£·. Cílem této práce bylo nalézt zp·sob, jak
sestavovat rozpis zápas· této sout¥ºe pro uvedené po£ty hrá£· N , p°ípadn¥ se nalezené
postupy pokusit zobecnit pro n¥které nekone£né t°ídy N . P°i °e²ení tohoto problému jsme
vycházeli z metod teorie graf· a diskrétní matematiky. Ve skute£nosti se do sout¥ºe hlásí
asi 20 − 40 ú£astník·. Jedno omezení pro férovost turnaje vycházelo z po£tu st°elnic,
na kterých se turnaj odehrával. K dispozici jsme m¥li 2, 3 a 4 st°elnice a snaºili jsme se
o pravidelné st°ídání hrá£· na t¥chto st°elnicích. K dal²ím poºadavk·m turnaje pat°ilo
st°ídání hrá£· na pozicích vlevo a vpravo na st°eleckých dráhách jedné st°elnice a také to,
aby m¥li v²ichni hrá£i pokud moºno rovnom¥rné pauzy mezi zápasy.
V rámci kapitoly formulace problému jsme se podrobn¥ soust°edili na v²echny
aspekty této st°elecké sout¥ºe a nadeﬁnovali jsme s tím související pojmy, jimiº jsou nap°.
turnaj a harmonický rozpis turnaje. Uvedli jsme v²echny poºadavky, které jsou na pr·-
b¥h turnaje kladeny a kterým jsme se snaºili pozd¥ji p°i tvorb¥ rozpisu turnaje vyhov¥t.
V kapitole 3 jsme zavedli základní pojmy teorie graf· a pojmy související s rozklady graf·
na 1-faktory. Tyto pojmy a deﬁnice nám slouºí k lep²ímu pochopení následující kapitoly,
ve které jsou uvedeny známé metody pouºívané k tvorb¥ rozpisu turnaje, jako kanonické
losování a home-away tabulky. Nejobtíºn¥j²í bylo rozloºení zápas· na st°elnice, k £emuº
nám metody teorie graf· neposta£ovaly, a proto jsme se rozhodli k tvorb¥ rozpisu turnaje
vyuºít také latinské £tverce, které úzce souvisí s rozklady graf· a jsou sou£ástí oblasti
diskrétní matematiky nazývané kombinatorické designy. V rámci páté kapitoly jsme na-
deﬁnovali pojmy týkající se latinských £tverc· jako transverzála, idempotentní latinský
£tverec a ortogonální latinský £tverec. Také jsme dokázali n¥kolik jednoduchých tvrzení,
na nichº jsou postaveny výsledky 6. kapitoly. Na základ¥ rozklad· kompletních graf· dle
latinských £tverc· jsou postaveny výsledky této práce, zformulované v kapitole 6. Jsou zde
uvedeny p°íklady tvorby rozpis· pro n¥které konkrétní po£ty hrá£· a zobecn¥ný postup
tvo°ení rozpisu pro n¥které nekone£né t°ídy N .
Harmonického rozpisu jsme dosáhli pro po£ty hrá£· N =5, 7 a 9, jelikoº zde
po£et zápas· jednoho kola p°esn¥ odpovídá po£tu st°eleckých drah, jenº m·ºeme vyuºít.
Pro tyto po£ty hrá£· se nám poda°ilo zajistit v²echny poºadavky turnaje. Pro dal²í po£ty
hrá£· jsme byli schopni vytvo°it rozpis, který je tém¥° harmonický. Jedná se o po£ty hrá£·,
kdy je po£et zápas· jednoho kola d¥litelný po£tem st°elnic. Nepoda°ilo se nám v²ak zcela
zajistit v²em hrá£·m rovnom¥rné rozloºení pauz mezi zápasy.
Pro po£ty hrá£·, kdy po£et zápas· jednoho kola p°esn¥ neodpovídá po£tu st°elnic
a ani není tímto po£tem d¥litelný, jsme navrhli dva p°ístupy, jak rozpis turnaje vytvo°it.
Tyto p°ístupy jsou ukázány na p°íkladu pro 11 hrá£·, který je uveden v kapitole 6. U prv-
ního zp·sobu jsme se snaºili vyhov¥t co nejvíce poºadavk·m harmonického losování, krom¥
kompaktnosti, zatímco u druhého p°ístupu jsme se snaºili, aby byl turnaj odehrán v co
nejkrat²ím £ase. Rozpis turnaje podle druhého zp·sobu nám sice zajistil men²í £asovou
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náro£nost turnaje, av²ak ostatní poºadavky nebyly více £i mén¥ spln¥ny.
Nejv¥t²í p°ínos této práce spat°uji v tom, ºe jsme pouºili jak známé postupy
teorie graf· p°i losování sportovních sout¥ºí, tak i nástroje diskrétní matematiky, které
nejsou b¥ºn¥ vyuºívány k zaru£ení férovosti turnaje a pro p°edev²ím liché hodnoty po£tu
p°ihlá²ených hrá£· N (ne v²echny) se nám poda°ilo vyhov¥t tém¥° dokonale poºadavk·m
harmonického losování. U sudého po£tu hrá£· se nám nepovedlo rozmístit zápasy na st°el-
nice. Tento problém z·stává otev°ený pro dal²í zkoumání. Práce mi p°inesla mnoho nových
poznatk· jak z teorie graf·, tak i z diskrétní matematiky.
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